






The Mathematics of Mercator Map
─　As a STEM topic for undergraduates　─
Masakazu Teragaito and Toshio Saito1
Abstract: The Mercator map or projection is one of the map projections treated in Social 
Studies of junior high and high school courses. The most important feature is that the 
projection is conformal meaning that it preserves angles. In this article, we ﬁ rst explain this 
conformal property elementarily but rigorously in order to propose that the topic is suitable for 
undergraduates as a STEM topic. Also, we give a parametrization of the plane curve obtained 
by projecting a great circle on the earth onto the Mercator map. Finally, we examine a rhumb 
line and calculate the distance along it.
















































































が，逆双曲線関数の１つである area hyperbolic sine1
であり，hyperbolic sine の逆関数として次のように
定義される。












ル化される。𝒮 は経度 𝑢 と緯度 𝑣 を変数とした球面座
標（極座標）を用いて
と表示される（図７）。ここで，－π/2 ≤ 𝑢 ≤ 3π/2，
図８　𝑣成分の比較（実線 tan 𝑣，破線 arsinh（tan 𝑣））
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寺垣内政一・斎藤　敏夫
－π/2 ≤ 𝑣 ≤ π/2とする。通常，経度に相当する 𝑢 の





で，これ以降，𝑣 の変域は －π/2 < 𝑣 < π/2とする。
したがって，𝑢𝑣 平面上の領域 𝐷 ={（𝑢,𝑣）｜－π/2 ≤ 
𝑢≤3π/2, －π/2 < 𝑣 < π/2} を定義域として，（１）で
定義される写像 𝑆: 𝐷 → R3が両極を除いた球面の媒介
変数表示を与えている。
　円柱面 𝑥2+𝑦2=1には，円柱座標（cos 𝑢, sin 𝑢, 𝑧）を




　経線は 𝑢 が定数である場合に相当するため，𝑢𝑣 平
面上では 𝑣 軸と平行な直線に，同様に緯線は 𝑢 軸と
平行な直線に対応する。
　さて，２つの経線 𝑆（𝑢0, 𝑣），𝑆（𝑢1, 𝑣）と２つの緯線
𝑆（𝑢, 𝑣0），𝑆（𝑢, 𝑣1）で囲まれた 𝒮 上の小さな長方形状
の領域を考える。その像は 𝑢𝑣 平面上で長方形領域と
なる。𝒮 上で，点 𝑆（𝑢0, 𝑣0）と点 𝑆（𝑢1, 𝑣0）をつなぐ
緯線の長さは（𝑢1－𝑢0）cos 𝑣0であり，対応する２点
をつなぐ 𝑢𝑣 平面上の線分の長さは 𝑢1－𝑢0である。つ
まり，緯度 𝑣0における緯線上の弧は，その長さが sec 














arsinh（tan 𝑣）の導関数が sec 𝑣 であることが鍵であ
る。図８では，実線が tan 𝑣，点線が arsinh（tan 𝑣）
のグラフを示している。













る。球面 𝑆（𝑢, 𝑣）上の点 𝑃=𝑆（𝑢0, 𝑣0）において，接平
面Π𝑃 を考える。点 𝑃 を通る緯線（𝑢 曲線）𝑆（𝑢, 𝑣0）:
（𝑢0－𝜀, 𝑢0+𝜀）→ 𝒮 及び経線（𝑣 曲線）𝑆（𝑢0,𝑣）:（𝑣0－𝜀, 
𝑣0+𝜀）→ 𝒮 に対して，速度ベクトル 𝒆𝑢=𝑆𝑢（𝑢0, 𝑣0）及
び 𝒆𝑣=𝑆𝑣（𝑢0, 𝑣0）が接平面Π𝑃 の基底を与える。
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　実際，𝑆（𝑢, 𝑣）を 𝑢 と 𝑣 でそれぞれ偏微分して，
を得る。したがって，
である。このとき，これらの内積を計算すると
である４。接平面Π𝑃 上の任意のベクトル 𝒂，𝒃 は，
基底 𝒆𝑢，𝒆𝑣 を用いて，







ければならない。点 𝑃 は 𝑢𝑣 平面上の点 𝐹（𝑃）に写
される。このとき，𝑃 における接平面Π𝑃 から，𝐹（𝑃）
における 𝑢𝑣 平面への接平面Σ𝐹（𝑃）への写像 𝐹’ が 𝐹 か
ら誘導される。ただし，Σ𝐹（𝑃）は自然に 𝑢𝑣 平面その
ものと同一視される。
　𝐹’の働きをみるには，接平面Π𝑃 の基底である 𝒆𝑢 と
𝒆𝑣 の像を追えばよい。写像 𝐹 によって，𝑢 曲線 𝑆（𝑢, 𝑣0）
は 𝑢 軸と平行な直線（𝑢, 𝑓（𝑣0））に写る。したがって，
点 𝐹（𝑃）での速度ベクトルは（1, 0）であり，𝐹’（𝒆𝑢）




































　赤道面をΠe とし，原点 𝑂 と 𝑃1及び 𝑃2を通る平面
をΠとする。大円 𝐶 はΠと球面 𝒮 との交わりである。
２つの平面Πe とΠのなす角度（面角）を 𝜃 とすると，
0<𝜃< π⁄2である。
　さて，２点 𝐴=𝑆（0,0）=（1,0,0）と 𝑆（π/2, 𝜃）=（0, 
cos 𝜃, sin 𝜃）を通る大円 𝐶0を考え，基準大円とよぶ。
対応する平面Π0と赤道面のなす角度は 𝜃 であり，𝐶
は基準大円 𝐶0を 𝑧 軸の周りで回転移動することで得
られる。
　Πの単位法線ベクトルを
とする。ここで，𝒏=（𝑛1, 𝑛2, 𝑛3）は 𝑧 成分 𝑛3が正で
あるように選んでおく。このとき，cos 𝜃=𝑛3なので，
𝜃=arccos 𝑛3となる。次にΠ0の単位法線ベクトル𝒏0=（0, 
－sin 𝜃, cos 𝜃）を考える。これら２つの単位法線ベク
トルの 𝑥𝑦 平面への正射影 𝒏’=（𝑛1, 𝑛2），𝒏’0 =（0, －sin 𝜃）
のなす角度を 𝜑（0≤ 𝜑 ≤ π）とすれば，
だから
　以上から，基準大円 𝐶0を大円 𝐶 に写すには，𝑧 軸
の周りに± 𝜑 だけ回転すればよい。ここで，𝑛1≥0な
らば 𝜑，𝑛1< 0ならば－𝜑 を選択しなければならない。
（arccosine の主値が [0, π] であることに注意する。）
5.2　基準大円の媒介変数表示
　赤道は（cos 𝑡, sin 𝑡, 0）（－π/2≤ 𝑡 ≤ 3π/2）とし




という媒介変数表示をもつ。対応する経度 𝛼 と緯度 𝛽
は，次のようにして求められる。
　まず，第３成分をみて，sin 𝛽=sin 𝜃 sin 𝑡 だか
ら，𝛽=arcsin（sin 𝜃 sin 𝑡）である。arcsine の主値は




より，𝛼=arctan（cos 𝜃 tan 𝑡）でよい。𝑡 = ±π/2の
ときは，明らかに 𝛼= ±π/2である。最後に，π/2< 𝑡 
<3π/2のときは，arctangent の主値が（－π/2, π/2）
であることを考慮すれば，𝛼 =arctan（cos 𝜃 tan 𝑡）
+ πとしなければならない。











を用いた。図10では，𝜃= π/3, π/4, π/6の場合の基
準大円 𝐶0をメルカトル図上に描画した曲線を示して
いる。














　さて，基準大円 𝐶0はこの 𝜃 によって定められ，メ

























































































量 𝐸, 𝐹, 𝐺 に相当する。
５） この積分は，高校の数学 III の教科書に見られる。
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